Przedstawienie dowolnej funkcji logicznej za pomocg funktorow NAND i NOR.

1. Wstep

Przy realizacji ukladéw logicznych moze czasem zajs¢ potrzeba przedstawienia funkcji
logicznej, a wigc tego jak dziala uklad, za pomoca jedynie funktoré6w NAND lub funktoréw NOR,
ktére tworza system funkcjonalnie pelny tzn. taki, ktérym moze przedstawi¢ dowolne wyrazenie.
Podstawowym 1 minimalnym ukladem funkcjonalnie pelnym jest zestaw funktorow AND (koniunkcja
— mnozenie), OR (alternatywa — suma) i NOT (zaprzeczenie — negacja). Aby wiec udowodnié, iz za
pomoca jedynie NAND lub jedynie NOR mozemy wykonac i przedstawi¢ dowolng funkcje wystarczy
pokazaé, ze za ich pomoca mozna przedstawi¢ te trzy wyzej wymienione funkcje podstawowe:
mnozenie, sume 1 negacje.

Potrzeba ta, moze wynika¢ z minimalizacji ilosci elementéw dyskretnych (w tym przypadku
ukladéw scalonych za pomoca, ktérych buduje si¢ bramki logiczne), lub tez wykorzystania
jednakowych ukltadéw w celu powtarzalnosci procesu produkeji jak 1 mniejszego zréznicowania uzytych
elementéw. Uklady scalone dostepne ogdlnie w sprzedazy zawieraja w sobie jeden rodzaj bramek, moze
to by¢ na przyklad cztery dwuwejsciowe NAND w ukladzie 7400, cztery NOR w 7402, cztery AND w
7408 czy tez cztery OR w 7432 itd. W takim razie, aby moéc przedstawi¢ funkcje, w ktérej argumenty sie
mnozy, dodaje i neguje trzeba zastosowaé co najmniej 3 rézne uklady scalone mogace realizowaé dane
dzialania. Moze si¢ jednak okazad, iz korzystajac z zapisu za pomoca samych NAND i NOR wystarczy
uzy¢ jedynie jeden czy dwa uklady i to na dodatek tego samego rodzaju. Umozliwi to latwiejszy
montaz, brak mozliwosci pomylenia i zastosowania ztego ukladu itp. Poza tym, funkcja NAND jest
podstawowa funkcjg w technice TTL i jest reprezentowana przez pojedynczy tranzystor, a wiec 1 ich
produkcja jest fatwiejsza i tansza.

2. Przedstawienie funkcji podstawowych za pomocg NAND i NOR

Zatézmy, ze mamy dwie funkcje wejSciowe, argumenty, ‘@’ 1 ‘4’ oraz funkcje wyjsciowg ‘Y.
Podstawowe funkcje:
AND: y=anb=a-b
OR: y=avb=a+b
NOT: y=a - odwraca znak
Za ich pomoca mozna przedstawi¢ dowolna funkcje.

NAND: y=anb= a-b - jest to negacja iloczynu zmiennych wejsciowych

NOR: y=avb=a+b -negacja sumy zmiennych wejsciowych.
Aby méc przedstawi¢ funkcje podstawowe, nalezy znac:
A) Aksjomaty algebry Boole’a:

ata=a
a-a=a
a=a

B) Prawa de Morgana:

y=a-b=a+b - zanegowany iloczyn argumentéw jest réwny sumie zanegowanych argumentdw.

y=a+b=a-b - zanegowana suma argumentow jest réwna iloczynowi zanegowanych argumentow.
Prawo to mozna fatwo rozszerzy¢ na wigksza ilo$¢ argumentow:

y:a-b-c-d:5+l_7+5+3

yv=a+b+c+d=a-b-c-d
NOT:



Chcac przedstawi¢ za pomocg NAND dowolng funkcje nalezy tak przeksztalci¢ réwnanie, aby nie
zmieni¢ jego wartosci, a przedstawic¢ za pomoca zanegowanego iloczynu zmiennych.
¥y = a, korzystajac z aksjomatu a-a = a, otrzymuje si¢:

—a=a-a -awicc NAND, na ktérego oba wejdcia nalezy podac ten sam sygnat ‘a
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Chcac przedstawi¢ za pomoca NOR dowolng funkcje nalezy tak przeksztalci¢ réwnanie, aby nie
zmieni¢ jego wartosci, a przedstawi¢ za pomocg zanegowanej sumy zmiennych.

¥y = a, korzystajac z aksjomatu a +a = a, otrzymuje si¢:

—a=a+a -awiec NOR , na ktérego oba wejscia nalezy podac ‘a’.
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AND:

y=a-b - aby byl to NAND brakuje tylko negacji. Dostawiajac pojedyncza negacje zmieni si¢ wartosé
funkcji na przeciwna, dlatego nalezy zanegowac podwdjnie. Nie zmienia to wartosci funkcji, a otrzyma
si¢ zanegowany iloczyn zmiennych ‘a’ 1 ‘b’ plus dodatkowa negacja, ktéra mozna zrealizowac jako drugi
NAND ze zwartymi wejSciami:

v=a-b=y=ab=lab)
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y=a-b - aby méc przedstawi¢ to za pomocg NOR, czyli zanegowanej sumy to na pewno nalezy

zamieni¢ znak mnozenia na sume. Mozna to uzyska¢ dzigki prawu de Morgana y =a-b=a+b. Aby
moée z niego skorzystaé nalezy zanegowac iloczyn, ale zeby nie zmieni¢ wartosci funkcji neguje si¢
podwdjnie uzyskujac:

y=a-b=a-b= (a . b)z a+b - otrzymuje si¢ wigc zanegowana sume zanegowanych argumentow.
Zanegowane argumenty to dwa NOR-y ze zwartymi wejsciami, na pierwszy podajemy ‘a’, na drugi ‘b’, a
zanegowana ich suma to trzeci NOR.
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OR:



y=a+b - aby mbc to przedstawi¢ za pomocg NAND, czyli zanegowanego iloczynu zmiennych, sume
nalezy zmieni¢ znak sumy na iloczyn korzystajac z prawa de Morgana, a wigc aby nie zmieni¢ wartosci
funkcji nalezy zanegowa¢ podwojnie funkcje:

y=a+b=a+b= (a + b)z a-b - otrzymuje si¢ zanegowany iloczyn zanegowanych argumentow, a
wigc trzy NAND-y, 2 negujace ‘@’ 1 ‘b’ oraz zanegowany ich iloczyn.
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y=a+b- aby méc przedstawi¢ za pomoca NOR brakuje negacji, zeby wigc nie zmieni¢ wartosci
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neguje si¢ podwojnie otrzymujac dwa NOR-y jeden jako zanegowana sume argumentow a drugi jako
negacj¢ tego wyrazenia:

y=a+b:y:a+b:ia+b)

a

b _—

Jak wida¢, mozna wszystkie podstawowe funkcje przedstawi¢ za pomoca NAND lub NOR, a
wiec dowolna funkcje, ktora sklada si¢ z tych dzialan moge przedstawi¢ za pomoca samych NAND lub
NOR.

3. Pryyktady
Przedstaw za pomoca NAND i NOR:

1) y=a-b+c - aby méc to przedstawié za pomoca
NAND nalezy wszystkie dziatania sprowadzi¢ do
zanegowanego iloczynu zmiennych. Na pewno, wigc a
nalezy zamieni¢ sume na iloczyn — korzystajac z
Prawa de Morgana i podwojnej negacji:

y=a-b+c=a-b+c=(a-b)+c=a-b-c -
otrzymujemy trzy NAND-y — zanegowany iloczyn ‘a’ c |

1 ‘D’, zanegowane ‘c’, oraz zanegowany iloczyn ‘a-b’1i
‘c’ . Skoro tak, to zamiast dwoch ukltadéw scalonych,
jeden do OR (+) a drugi do AND (*) mozna uzy¢
jednego z 4 NAND-ami. Oszczedza si¢ wigc miejsce, czas montazu i wykonania.

Za pomoca NOR nalezy zamienic¢ iloczyn na sume korzystajac z Prawa de Morgana, a takze korzystajac
z podwodjnej negacji zanegowac sume:

y=a-b+c= a-b+c=a+b+c=a+b+c - otrzymuje si¢ wigc, az 5 NOR-6w. Negacje ‘@’, negacje

‘b’, negacje ich sumy, negacje sumy ‘a+b’ic oraz negacje calego wyrazenia.
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2)XOR: y=a-b+a-b
Aby przedstawi¢ to za pomocg samych NAND-6w nalezy na pewno pozby¢ si¢ znaku sumy
zamieniajac go za pomocg prawa de Morgana na iloczyn:

y=a-b+a-b=a-b+a-b=a-b-a-b - w ten sposéb otrzymuje si¢ same zanegowane iloczyny badz
negacje. Aby to przedstawi¢ potrzeba wigc 5
NAND-6w. Dwa z nich stuza do zanegowania a> 2 ; o
i‘D’, trzeci a-b, czwarty a-b, i ostatni ktory jest B
zanegowanym iloczyn dwodch wczesniejszych

wartodci. Aby zrealizowaé to z pomoca funkcji
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podstawowych nalezaloby uzy¢ 2xAND, OR 1
2xNOT - trzech réznych funkcji — 3 ukladéw
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scalonych. Po zamianie mamy jedynie 5 NAND-

6w, a wigc tylko dwa takie same uklady scalone, b : b

ktére majg w sobie cztery NAND-y kazdy. —

Za pomoca NOR — trzeba zamieni¢ znaki mnozenia na sumy za pomoca praw de Morgana, ale
takze, jako iz mamy zwykla sume, czyli OR, zanegowac ja by uzyskaé¢ NOR, a skoro tak to oczywiscie
korzystamy z prawa podwojnej negacji by nie zmieni¢ wartosci funkcji:

y:E-b+a-l;:E-b+a-5:;+5+5+5=a+5+5+b=a+5+5+b - otrzymujemy 6 NOR-6w.
Dwa stuza do negacji sygnalu ‘a’ i

‘b’, trzeci a+b, czwarty a+b,

—_— = a_‘
piaty a+b+a+b i szosty bedacy D ; a"'b

negacja wszystkiego. Czyli znowu
zamiast 3 roznych  uktadow

scalonych mozna uzy¢ jedynie D y
dwéch 1 to takich  samych,

zawierajacych po cztery NOR-y. ﬂo
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3) Przyklady te mozemy rozszerzy¢ na bardziej skomplikowane zapisy: y = a-b-c+a-b-c+a-b



Za pomoca NAND: nalezy na pewno zamieni¢ znaki sum na mnozenie — a wigc prawo de Morgana:

y:E-b-c-i-a-l_)-c-i-a-b:E-b-c-a-z-c-a-b - otrzymujemy juz same NAND: dwa 2-wejsciowe

do negacji @’ 1 ‘b’, jeden dwuwejSciowy do

fo— zanegowanego iloczynu 2’1 b’ - a-b, i trzy 3-

wejsciowe do realizacji: a-b-c, a-b-c oraz

2 ) negacji  iloczynu  wszystkich  skladnikow:
T — > >_ a-b-c-a-b-c-a-b

C

Za pomoca NOR nalezy zamieni¢ najpierw znaki mnozenia na sumy, a potem zamieni¢ za pomoca
podwdjnej negacji zwykly OR na NOR:

y=El%c+a51erbngwvaBc+ab=a+E+E+E+b+E+E+E=

—a+b+cta+b+cra+b
Otrzymujemy 8 NOR-6w, w tym pie¢ 2-wejsciowych (do negacji ‘@’, ‘b’, ‘c’, 1 calego wyrazenia na

koficu, oraz do a +b), i trzy 3-wejsciowe a+b+c, a+b+c,a+b+c+a+b+c+a+b
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4) Podobnie mozna postapi¢ z wyrazeniem zapisanym w postaci normalnej postaci koniunkcji:

Y =(a+b+c)‘(a+b+c)-(a+b)

Za pomoca samych NAND: Nalezy zamieni¢ najpierw znaki sum na mnozenie za pomocg praw de
Morgana, a potem zamieni¢ zwykle mnozenie (AND) na zanegowane (NAND) za pomoca podwojnej

negacji. y = (E+b+c)-(a+l_7+c)-(a+b)= a-b-c-a-b-cca-b=a-b-c-a-b-c-a-b
Otrzymuje si¢ w sumie 8 NAND-6w, pie¢ 2-wejSciowych do negacji “a’, ‘b’, ‘c’ i calego wyrazenia oraz

do iloczynu negacji ‘a’ i ‘b’, oraz trzy 3-wejsciowe do a-b-c, a-b -, (a b E) (E -b- E) (E . 1_7)

Za pomocg NOR: Nalezy zamieni¢ znaki mnozen na sumy za pomoca praw de Morgana:
y=@+b+c)@+5+c)@+b%=@+b+c)@+5+c)@+b%4;+b+ﬂ+@+E+c%{a+w
Otrzymujemy 6 NOR-6w, trzy 2-wejsciowe (negacja ‘a’, ‘b’ 1 zanegowana suma ‘a’ i ‘b’) oraz trzy 3-
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