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1 Teoria

Podstawowe twierdzenia i wiasnosci algebry Boolea:

Pogtulat 2 X+0=X x>31=Xx
Postulat 5 X+x=1 X*xx =0
Twierdzenie 1 X+ X=X X3X =X
Twierdzenie 2 Xx+1=1 x>0=0
Twierdzenie 3 — INWOLUCJA X=X

Postulat 3 — PRZEMIENNOSC X+ty=y+Xx X3y =y>X

Twierdzenie 4 — LACZNOSC

x+(y+2z)=(x+y)+z

X>(y32) = (x2y)>2

Postulat 4 — ROZDZIELNOSC

X>(y+2)=xy+xz

x+(y>2) = (x+y)(x+2)

Twierdzenie 5 — PRAWA DE == ==
(X+y)=xxy (xxy) =x+y

MORGANA

Twierdzenie 6 — ABSORPCJA X+ Xy = X X3 (X+y)=X

Przyktady minimalizacji funkcji:
1) stosowanie, sztuczek”

Xy + Xz +yz =
xy+;<z+ yz(x+;<) =
xy(1+ z)+;<z+;<yz=
Xy + xz(1+y) =

Xy + Xz

2) zastosowania praw De Morgana

(a+b)>c=

(a+b)x =

(a+b)+c=

(axb) +c




Metoda Karnaugh to sposdb minimalizacji funkcji boolowskich. Zostat odkryty w 1950 roku
przez Maurice Karnaugha. W ogélnym przypadku znalezienie formuty minimalne dla
zadanej funkcji boolowskigj jest bardzo skomplikowanym problemem. Jednak jesli funkcja
ma mata liczbe zmiennych (do szesciu) i zostanie zapisanaw specjalngj tablicy zwanej tablica
Karnaugh, wowczas znalezienie minimalnej formuty odbywa si¢ na drodze intuicyjnej.

Siatka Karnaugh'a dla automatu czterech standéw wyglada nastepujaco:

o[ 2

ez

Nie stanowi to jeszcze zadnej filozofii. Automat poruszajac si¢ wewnatrz po polach siatki

zmienia stan tylko na jednym bicie. Automat nie moze porusza¢ Sig¢ po skosie. Jedynie
przeskakiwa¢ do sasiednich kratek.
Powyzszy opis siatki odpowiada takiemu zakodowaniu p6l stanéw:

a 0 1
0| 00 | 01
10 | 11

Litery ,a i ,b” —to nazwy zmiennych logicznych (czyli po prostu sygnatdw wejsciowych
uktadu). Stany zakodowano czytajac najpierw wspotrzedna ,,a’, nastepnie wspobirzedna ,b”.
Zwré¢ uwage, ze przeskakujac po sasiednich kratkach poruszamy sie w ten sposob po
sasiadujacych ze soba stanach kodu Graya, a wiec zmieniamy kod stanu zawsze tylko na 1
pozycji (a przeciez o to nam chodzi).

W przypadku, gdy zmiennych logicznych mamy 3 (3 sygnaly wejsciowe), mamy 8
mozliwych kombinacji stanéw. Siatka Karnaugh’a dla ukladu z trzema sygnatami

B,C

A 00 01 11 10

wejsciowymi wyglada tak:




Siatka Karnaugha dla uktadu pigciu zmiennych wyglada nastepujaco:

c,de
a,b 000 001 011 010 110 111 101 100
00
01
1
10

Gdyby uja¢ w kilka zasad projektowanie przy pomocy siatek Karnaugh’a mozna by
przedstawi¢ je nastepujaco:

1) Tworzymy siatki o rozmiarze takim by ilos¢ opisujacych je zmiennych byla réwna
ilosci sygnatow wejsciowych.

2) Tworzymy tyle siatek, ile uktad posiada wyjsé.

3) Wewnatrz kratek danej siatki wpisujemy stany wewngtrzne jakie maja pojawiac Sig na
danym wyjsciu przy odpowiadajacej im kombinacji sygnatbw wejsciowych
opisujacych siatke.

4) Tetrzy zasady méwia nam jak zbudowaé siatki i jak zakodowa¢ w nich stany. Ale to
dopiero potowa projektu. Kiedy juz to zrobimy — czeka nas ciekawsze zadanie. Na
podstawie zakodowanych odpowiednio standw trzeba stworzy¢ funkcje logiczna.
Majac ja w postaci rownania potrafimy juz zbudowa¢ uktad logiczny.

5 Teraz jednak zamijmy si¢ uzyskiwaniem funkcji logicznej na podstawie
zakodowanych w tablicy Karnaugh'a standw.

Zakodowane w siatce stany zakreslamy w grupy. W zaleznosci od tego czy zakreslamy

cd grupy jedynek czy grupy zer — otrzymujemy funkcje
ab "\ 00 01 11 10 logiczna w postaci sumy iloczynow lub iloczynu sum.
00 [1_] Obok zodtalo przedstawione przyktadowe zakreslenie
01 l1_] (A [ 1)| dwdchgrup jedynkowych.
1 Jedynki wpisane zostaja w te migjsca siatki, w ktorych dla
10 sygnatéw wejsciowych (a,b,c,d) mawystepowa¢ jedynka na
— wyjsciu , y".

Y = acd + abc

Wyzej opisana jest funkcjawyjsciowa. Robi sie to w ten sposdb, ze patrzy sie nawspoéirzedne
zakreslongj grupy i do wyrazenia iloczynowego wchodza tylko te zmienne, ktére w obrebie
grupy nie zmieniaja swojej wartosci zOnal (lubz1na0).



Nie wolno nam jednak zakreslac grup w dowolny sposdb. Aby uktad miat szanse dziata¢
poprawnie musimy pilnowa¢ nast¢pujacych regut:
1) llos¢ zakreslonych w jednej grupie kratek musi wynosi¢ zawsze 2°k ( dwa do k-te )
czyli wolno zakresla¢ tylko 1, 2, 4, 8, 16, 32 jedynki.... nie mozemy w jedna grupg
obja¢ np. 6.
2) Zakreslona grupa musi by¢é symetryczna wzgledem ktérgjs z gtéwnych (badz
podgtéwnych) osi siatki Karnaug'a.
Drugi punkt wymaga dodatkowego wyjasnienia. Bez niego nie bgdziemy w stanie robi¢ tego
poprawnie. Najlepszym wyjasnieniem bedzie kilka zakreslonych poprawnie kratek;
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Rysunek 1. Przyktadowe poprawne zakreslenia grup w siatkach dla 4 zmiennych.
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Rysunek 2. Przyktadowe poprawne zakreslenie grup w siatce 5 zmiennych.




X3 X3 =2 X3

Xg X1 00 01 11 10 Xp X1 00 01 11 10 g
oo |7 | ) oo [{ )
0 0
1 | 11 i.__) 11
10 10 10

Rysunek 3. Przyktadowe niepoprawne zakreslenie grup w siatce 4 zmiennych.

Kolejna zasada zakreslania grup jest to aby tworzy¢ grupy o jak najwigkszej ilosci jedynek
(lub zer). Robiac to pamictaimy jednak o pierwszym warunku méwiacym o ilosci
zakreslonych kratek. Im licznigjsza grupg zakreslimy — tym mniej zmiennych (zgodnie z
zasada tworzenia funkcji) wejdzie do wyrazenie logicznego opisujacego wyjscie uktadu.

Aby lepig wyjasni¢ zasady tworzenia wyrazenia logicznego opisujacego wyjscie na
podstawie zakreslonych wewnatrz siatki grup, przyjrzyjmy si¢ nastepujacej siatce:

cd
& 00 01 11 10
00| 1|1
011 | 1
11
10

Y

Rysunek 4. Przyktadowa siatka 4 zmiennych z wpisanymi wartosciami wyjscia dlia

okreslonych kombinacji sygnatéw na wejsciu.

Innymi stowy nawyjsciu Y uktadu kombinacyjnego opisanego taka Siatka pojawia si¢ jedynki
gdy nawejsciach beda kombinacja (dla a,b,c,d): 0000, 0001, 0100, 0101.

Uktad ten mozemy zbudowat zakreslajac jedynki w grupy na rézne sposoby. Najgorszy z
mozliwych ruchéw wykonamy, gdy zrobimy to w ten sposdb (cho¢ zaznaczenie bedzie
poprawne):



00
0o |(1]
01 |[1]
11

B=

10

Y

Zakreslilismy w ten sposob 4 grupy. Sa one poprawne i formalnie uktad mogtby dziatat
poprawnie. Skoro jednak mamy 4 implikanty, to funkcja logiczna opisujaca wyjscie Y musi
posiada¢ 4 sktadniki iloczynowe, a poniewaz w obszarze zadnego zakreslonego implikantu
nie zmienia si¢ ani jedna zmienna wejsciowa (a,b,c,d) do kazdego sktadniku iloczynowego
wejda  wszystkie  cztery. W ten  sposdb  uzyskana  funkcja  wyglada
n astqpujqco:Y = abcd + abed + abed + abed

Zbudowany w oparciu o te funkcje uktad logiczny potrzebowatby czterech wejs¢, 5 bramek
negacji, czterech cztero-wejsciowych iloczynéw oraz jedna cztero-wejsciowa sume. Jak na
swoja klasg bytby drogi i zbyt skomplikowany. Pomijajac inne czynniki niemal
uniemozliwiajace jego dziatanie (ktére opanujemy nieco pozniej) — bytby niezbyt optacalny.
Znajac jednak zasady poprawnego zakreslania grup mozemy ten sam uktad zbudowaé
najbardziej poprawnie. Zastanbwmy si¢ jak wygladatyby sprawy, gdybysmy zakreslili funkcje
W nastepujacy sposob:

cd

ab 01

Jan
01 !1 1 l
11
10

Y

Tak zakreslona grupa jest poprawna (liczba jedynek i osie symetrii si¢ zgadzaja) oraz
optymalny. Nie da si¢ zrealizowa¢ tego uktadu proscigj. Opisujaca go funkcja dla tego
zakreslenia wyglada nastepujaco;

Y =ac
Jak wigc widac jest nieporéwnywalnie prostsza niz poprzednia. Zbudowany tak uktad mozna
by zrealizowa¢ nawet na jednegj bramce NOR.



Przyktad minimalizacji
Wezmy funkcje:  f(x1,x2,x3,x4) = X[2,3,6,7,8,10,11,15,(0,13)]

SRR 01 11 10
00 0000 | 0001 0011 0010
01 0100 | 0101 0111 0110
11 1100 | 1101 1111 1110
10 1000 | 1001 1011 1010

Kazda kratka tablicy odpowiada jednemu, konkretnemu wektorowi zmiennych binarnych. W
kratkach zapisywane sa wartosci funkcji dla odpowiadajacych im wektorow.
Tabela pawdy dla funkcji f wyglada nastepujaco:

X1 | x2 | x3 | x4 f
0/0j0]|O -
0/0]0]|1 0
0/0j1]0 1
0|0 |1]1 1
0O/1]0]|0 0
0O|/1]0]|1 0]
o110 1
o111 1
110(0]|O0 1
11001 0]
11010 1
11011 1
111010 0
11101 -
171]10 0
1171111 1

Tworzymy tablice Karnaugha przypisujac zmienne x1, x2 wierszom a zmienne X3, x4
kolumnom. Nastepnie sklejamy ze soba jak najwigksze grupy jedynek i kresek tak, by kazda



jedynka z tablicy znalazta si¢ cho¢ raz w jednej z grup. Niektore grupy beda po prostu
pojedynczymi kratkami - w nich znajduja si¢ jedynki ktérych nie mozna sklei¢ wg ponizszych

regut:

sklejamy kratki bezposrednio stykajace si¢ ze soba np.: 2-3-6-7 lub 13-15; przy czym
traktujemy brzegi tablicy Karnaugh jako stykajace si¢ ze soba np.: 3-11 lub 0-2-8-10.
sklejony obszar musi by¢ prostokatem o bokach bedacych potegami 2; nalezy
pamigtac ze brzegi stykaja Si¢ ze soba, dlatego sklejone np. cztery rogi tablicy tworza
kwadrat o boku 2

Przyktadami tabel uzyskanych wg powyzszego przepisu sa tabele 3 i 4. Warto zauwazyc¢, ze
kratka 13 (kreska nie obwiedziona zadnym kolorem) nie musi by¢ w zadnej grupie, a jej
wiaczenie spowodowatoby niepotrzebny przyrost ilosci grup.

M 00 01 1 10

w | - | o [ TS|
01 0 0 1] 1)
11 0 : 1] 0

10 @ 0 1 @

Rysunek 5. Tabela nieoptymalna Kratki 8i 10 (niebieskie) tworza jeden obszar, zostaty sklgjone

poprzez brzeg tabeli.
ey 01 1 | 10
00 s ==
01 | 0 | N3 1
1 3 1 0 |
10 1 0 | <1 1>

Rysunek 6. Tabda nieoptymalna. W tym wypadku sklejone przez brzegi tablicy sa wszystkie cztery
rogi (zotte) oraz kratki 3i 2 (czerwone u gory) z 11i 10 (czerwone na dole).

Obydwa przedstawione wyzej sposoby sklejania sa nieoptymalne. Zeby otrzymaé optymalna
tablica nalezy wybier¢ naimnigjsza liczbe jak najwigkszych grup pokrywajaca wszystkie
jedynki. W tabeli 1 byto zbyt duzo grup, aw tabeli 2 obszary czerwone byty niepotrzebne bo
te same jedynki zawieraty si¢ w innych sklejonych obszarach. Tablica optymalna jest tablica
ponizej.
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el g9 01 1 | 10
N © | o [N\ | DN
01 0 0 Eq 1
1 0 - A 0
10 1 0 1 1

Formuta minimalna, rownowazng funkcji pierwotnej jest suma iloczynéw odpowiadajacych
wybranym grupom.

Funkcja zminimalizowana na podstawie tabeli powyzej wyglada tak:
(XL, X2, X3, x4) = (X, X5) + (X5 XX,) + (X5 XX,)

2 Cwiczenienr 1

Dana jest nast¢pujaca siatka Karnaugha:

A

00 01 11 10
CD
00 1 1 0 1
01 0 1 0 1
11 1 1 1 0
10 1 - 0 0

1) Zapomoca dementéw NAND zrealizowac funkcje zadana siatka Karnaugha.
2) Zapomoca eementow NOR zrealizowa¢ funkcje zadana siatka Karnaugha.

Ad.1.

Tworzymy odpowiednio grupy, pamigtajac przy tym o zasadach wedtug ktérych trzeba
postgpowac (zostaty nadmienione w teorii). Jesli minimalizujemy funkcje uzywajac bramki
AND musimy pamigta¢ o tym, ze wtedy grupujemy ,,1”.

Na ponizszym rysunku przedstawione sa prawidtowo zakreslone grupy. Po kolei
minimalizujemy kazda zaznaczona funkcjg i otrzymujemy:

11



AB CcD 00 01 11 10

0o EI 1 18 0 1
01 0 1 ] 1

10 y 1 ) ] 0
F,=BC | |
F,=AC
F,=CD
F, = ACD
F, = AB

Widac, ze zadnej z podanych wyzej funkcji nie da si¢ juz bardziej zminimalizowa¢. Oznacza
to tyle, ze grupy zostaty odpowiednio dobrane. Teraz wszystko wystarczy do siebie dodac i
otrzymujemy ostateczna, zminimalizowana funkcjg:

F=BC + AC +CD +ACD + AB

Schemat podanej funkcji:

L 3

12



Ad. 2.

Musimy stworzy¢ nowe grupy, ale tym razem bierzemy pod uwage ,,0”, bo to je bedziemy
grupowac. Zasada jest taka sama jak podczas grupowania ,, 1”.

Jedyna réznicaw minimalizacji jest taka, ze tutg) mnozymy dodawane do siebie zanegowane

zmienne.

Co to oznacza? Jesli z tabelki odczytamy wartos¢ A=1, to przy funkcji wpisujemy jakby A
przyjmowato wartos¢ 0, tzn. zanegowane A.

Gdybysmy grupowali jedynki, pierwsza funkcja wygladataby tak:

F, = ABCD

Zauwazmy, ze przy grupowaniu jedynek mnozylismy zmienne. Tym razem musimy Sig

przestawi¢ na dodawanie i nalezy pamigtac o zanegowaniu zmiennych:

F,=A+B+C+D

F,=A+C+D
F,=A+C+D
F,=A+B+C

AB CcD 00 01 11 10
00 1 1 F 0 W 1
01 E] 1 0 1
11 1 1 1 0
10 1 EI 0 0 ]J

Ostateczna, zminimalizowana funkcja:
F :(A+§+C+D) (A+C+D) (A+C+D) (A+B+C)

13



.
& (9

L 4

L

| ) ]

3 Cwiczenienr 2

Dane sa postaci:

F =3 (01458) e +f (3 ac
F=0 0237 50 +f (05) poc

Nalezy zapisa¢ podane funkcje w postaci tabeli Karnaugha.

Zajmijmy si¢ pierwsza funkcja, tzn.:

F =3 (01456)c *+f (3) sac

Pierwsza rzecza jaka nalezy wiedziec, jest to, ze jesli przy funkcji widzimy znak sumy to
interesuja nas wytacznie ,1”.

Wazna jest rowniez kolejnos¢ liter zapisanych w indeksach dolnych. Tutaj nie obedzie si¢ bez
znajomosci zamiany cyfr dziesigtnych na binarne.

Wazne jest to, ze w tym wypadku litera A odpowiada cyfrze najbardziej znaczacej, a litera C
—namniegj.

Liczba (0)10 to binarnie O, a ze musimy zapisa¢ ja na trzech bitach, bo mamy 3 literki w
ineksie to we wszystkich kolumnach zapisujemy O.

Liczba (1)10 to binarnie 1, a natrzech bitach bedzie wyglada¢ nastepujaco: 001.

Liczba (3)10to 011, itd.

14



Mozemy sobie rozpisa¢ kolejne liczby w tabelce:

Liczba A(22) B (21) C (20)
0 0 0 0
1 0 0 1
3 0 1 1
4 1 0 0
5 1 0 1
6 1 1 0

Tworzymy tabel¢ Karnaugha natrzy zmienne (A,B,C):

A
BC

00

01 11

10

0

1

Teraz w odpowiednie komorki bedziemy wpisywat kolejne liczby. Zaczynamy od cyfry ,,0”.
Sprawdzamy, jakie wartosci przyjmuje A, B oraz C i wpisujemy ,1” w odpowiednie miejsce:

BC

01

11

10

[o]

1

1

Kolejna cyfra jaka musimy wpisa¢ do tabelki jest ,17, ktéradla A i B przyjmuje wartosé¢ ,,0”,
adlaC —wartos¢ ,1”. Wybieramy odpowiednie miejsce i wpisujemy kolejna ,1”.

A BC | 00 11 10
olEE




Postepujemy tak z kolejnymi cyframi: ,4”, ,5" i ,6". Z cyfra ,,3"” narazie si¢ wstrzymujemy,
gdyz przed nig stoi znak f
Tabelka po uzupetnieniu powyzszych liczb powinna wygladac tak:

A
00 01 11 10
BC
1 1
0
(Q) €Y
1 1 1
1
(4) (5) (6)

Przejdzmy teraz do wspomianego znaku r Tym razem w miejsce kratki, zamiast ,1”
wpisujemy ,-" (stan bierny) i natym polega cata réznica.
»3 to A=0, B=11 C=1, uzupetniamy wigc ponowanie tabelke:

A
00 01 11 10
BC
0 1 1 -
1 1 1 1

Miejsca, ktore zostaly puste uzupetniamy zerami:

A
00 01 11 10
BC
0 1 1 0 -
1 1 1 0 1
Pozogtata druga funkcja:

F =0 1237 400 +1 (05) sec

Od pierwszej, rézni sie jedynie tym, ze zamiast ,, 1" teraz wpisujemy w tabelke najpierw ,,0”,
poniewaz pojawit si¢ znak iloczynu.

Znowu dla utatwienia rozpisujemy sobie wszystkie liczby:

16



Liczba A(22) B (21) C (20)
0 0 0 0
1 0 0 1
2 0 1 0
3 0 1 1
5 1 0 1
7 1 1 1

Tabelka uzupetniona o podane wyzej cyfry wiacznie z migjscami biernymi:

A

00 01 11 10
BC
0 - 0 0 0
1 - 0

Tym razem w puste miejscawpisujemy ,1”.

A

00 01 11 10
BC
0 - 0 0 0
1 1 - 0 1

17



4 Cwiczenienr 3

Zaprojektuj uktad sterowania samochodzikiem, ktéry posiada 4 przyciski:
L — odpowiadajazy za jazde w lewo,

P —w prawo,

T —dotyhy,

N — naprzod.

Samochodzik jednak jezdzi TYLKO w wypadku gdy:

- jest wcisniety tylko jeden z przyciskéw,

- sa wcisnigte 2 przyciski jednoczesnie: Naprzdd + Lewo lub Naprzdd + Prawo.

Pierwszym krokiem do rozwiazania tego zadania bedzie stworzenie tabeli prawdy dla
przyciskow sterowania.

Tworzymy wigc cztery kolumny odpowiadajace za Lewo, Przdd, Tyt oraz Naprzdd. Teraz
uzupetniamy te kolumny o wszystkie mozliwe kombinacje ,,0” i ,1".

Dodajemy piata kolumne —,,S”. Wpisujemy w nigj jedynki w odpowiednie miejsca, tzn. takie,
w ktorych samochodzik ma jechat.

Tabelka wyglada nastgpujaco:

Rkl |FP|lojlo|lo|lo|o|o|o|o |-

PRk |kl |kRr |k |- |- |O|O |0 |0 |T
Rk o0k |k |CO|lO|FR |k |O|0|F |k |0 |0 |+
R ok |O|kr Ok Ok |O|F |O|F |0k |O|=z
oO|lojlojlo|jlo|lo |k |k |00k |k |0~ |-k ||l
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Gdy wykonalismy juz tabelke to czas na zbudowanie nate podstawie siatki Karnaugha.
Budujemy ja w nastepujacy sposob:

- patrzymy na pierwszy wiersz tabelki, mamy w nim: 0000 — 0, wigc wpisujemy wartos¢ 0 w
odpowiednia kratke w siatce, czyli tam gdzie mamy wartos¢ dla LP—00 TN—QO.

- kolgina wartos¢ w tabelce to 0001—1, wigc w odpowiedniej kratce wpisujemy 1.
Powtarzamy ten algorytm, az do wypetnienia catej siatki.

Gdy to zrobimy nalezy pogrupowa¢ wartosci w tabelce. Mozna grupowac¢ albo ,,0” albo ,, 17,
nalezy jednak pamigta¢ jakich bramek bedziemy musieli uzy¢ w budowaniu schematu. My
grupujemy jedynki, wigc w schemacie uzyjemy bramek typu NAND.

Na ponizszym rysunku pokazane sa grupy oraz ich wartosci.

TN
1P 11 10

00

00
B
15
>

H(
N

§=TNL+TPL+TLP+TNPL

10 1

Dzieki temu mozemy teraz zbudowa¢ schemat. Tworzymy 4 zasilania, ktore beda naszymi
przyciskami oraz 4 bramki typu AND, do ktérych podtaczymy przyciski.

Dlaczego 4? Poniewaz w siatce wyszly nam 4 grupy, ktére trzeba potaczy¢é za pomoca
odpowiednich bramek, aby schemat byt kompletny i miat szanse dziataé.

Oto dziatajacy, poprawnie skonstruowany uktad:
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