Technika TTL,s1atki
Karnaugh’a, zasada
minimalizacji funkcji
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1 Czes¢ teoretyczna:

1.1 Co to sa siatki Karnaugh’a

Tablica Karnaugh’a jest to prostokat (kwadrat) zlozony z 2 kratek, kazda z nich
reprezentuje jeden pelny iloczyn zmiennych binarnych. Mozna wiec powiedzie¢, ze
ciag wartosci tych zmiennych tworzy adres kratki. Kratki sa ponumerowane w taki
sposéb, ze numer i jest liczba dziesietna odpowiadajaca kombinacji zmiennych
traktowanej jako liczba dwojkowa. W kratki wpisuje sie wartos¢ funkcji dla
odpowiadajacych wartosci zmiennych.
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Rysunek 1. Przykladowa siatka



Aby uzyskac efekt ,,sasiedztwa” wspoélrzedne kratek opisuje sie za pomoca kodu
Gray’a.
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Rysunek 2. Kod Gray’a



1.2 Zasada minimalizacji funkcji:

Minimalizacja funkcji w siatkach Karnaugh’'a polega na zakre$laniu grup
jedynek i zer, w wyniku czego otrzymujemy funkcje logiczng w postaci sumy
iloczynéw (dla jedynek) Ilub iloczynu sumy (dla zer). llo$¢ elementow, ktore
zaznaczamy w grupy musi byé réwna 20, gdzie nl N (czyli 1, 2, 4, 8 itd.), a zakreélona
grupa musi by¢ symetryczna wzgledem ktorej$ z gtownych (badz podgléwnych) osi
siatki. Nalezy pamieta¢, ze grupy moga na siebie nachodzi¢, oraz wystepuje mozliwosé
zakre$lenia grup, ktore ,stykaja” sie krawedziami. Mozna wyobrazi¢ sobie to w taki
sposéb, jakbysmy siatke wycieli z papieru i skleili brzegami. Wtedy na powstalej bryle
moglibysmy zakresli¢ wszystkie grupy dokladnie.

Przyklady tworzenia grup :
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Rysunek 3. Przyklady poprawnego grupowania



Przyklady nieprawidlowego grupowania:
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Rysunek 4. Przyklady niepoprawnego grupowania

1.3 Ogolne zasady tworzenia grup

Zakre$lone grupy powinny byé najwieksze z mozliwych, poniewaz zakre$lanie
grup malych (np. jednoelementowych) nie minimalizuje funkcji, co za tym idzie
musimy postuzy¢ sie algebra Boole’a, a to pracochlonne.

1.4 Co to sa stany nieustalone

W niektdrych sytuacjach okaza¢ moze sie, ze dany stan jest nam obojetny, tj.
niewazne, czy bedzie on jedynka czy zerem. Oznaczamy go symbolem — lub &. W
takim wypadku dany stan mozemy zakwalifikowa¢ do grupy jedynek lub zer, co daje
nam dodatkowa mozliwo$¢ powiekszenia grup, a co za tym idzie uproszczenia funkcji
koncowej.



1.5 Grupowanie wg "1" i "0"

Odczytanie funkcji wyjsciowej nie jest teraz niczym trudnym - patrzymy na
wspotrzedne zakre$lonej grupy i do wyrazenia iloczynowego (kazda zakre$lona grupa
jedynkowa jest jednym iloczynem w postaci kanonicznej) wchodza tylko te zmienne,

ktore w obrebie grupy nie zmieniaja swojej wartosci zOnal (lubz1na0). Grupy w
jedynkach zapisujemy jako sume iloczynow np. f,, =(A*C* E)+(D* B), zas gdy
grupujemy zera, funkcja przyjmuje posta¢ iloczynu sum np. f, = (A+B+C)* (A+ D)

1.6 Prawo de Morgana

Istnieja dwa twierdzenia, dzieki ktorym mamy mozliwo$¢ uproszczenia funkcji
wyjsciowej oraz definiowania jednych spdjnikéw zdaniowych za pomoca innych,

1. 1 Prawo de Morgana - negacja koniunkcji jest rownowazna alternatywie

negacji:
(pUq) =pUq
2. Il Prawo de Morgana - negacja alternatywy jest réwnowazna koniunkcji
negacji:
(pUq) = pUq

1.7 Podwdjna negacja

Jesli w funkcji wyjsciowej otrzymamy podwoOjna negacje (lub jej parzysta
wielokrotno$¢) mozemy ja opusci¢ bez zadnych zmian.

p=p



2 Przykfady

2.1 Wpisywanie funkcji do tablicy.

A B C F C
0| 0 0 0 a AB 0 1
1| 0 1] 1 1
2{0[1]0 — e I
0o wartose funkeji trafia
3|0 1 1 1 do tablicy na migjsce
4( 1 1] o 0 odpowiadajgee kombinacji 01 1
| 1 ) 1 Binarnef wejsc A B C.
6/l1| 1|00 — B
7|11 1 1
10 0

Rysunek 5. Wpisywanie funkcji do tablicy

Dodatkowym ulatwieniem, ktére mozna zastosowac¢ do wypelniania tablicy
Karnaugh’a jest numeracja kratek (wartosci wpisane w tablicy oznaczaja liczbe
porzadkowa z tabeli prawdy, przyklad widoczny ponizej).
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Rysunek 6. Zapis tabeli kodem Gray’a



Majac juz minimalna wiedze na ten temat rozszerzmy tablice tak, aby zmiescié¢

w niej 16 wartosci:
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Rysunek 7.Tabela ukladu z czterema wej$ciami

Teraz pora na najbardziej rozbudowany przyklad — siatke zawierajaca 32

wartosci.
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Rysunek 8. Tabela ukladu z czterema wejsciami



2.2 ZADANIE 1.

2.2.1 Zadanie a)

Z ponizszej siatki Karnaugh'’a odczyta¢ funkcje dla O i 1.
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Rysunek 9. Siatka do zadania 1
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cD
0o 01 11 10
AB ! ! : :
Zgodmnie z zasadami grupujemy ‘o
oo 1 1

wnajwieksze mozliwe grupy,

01 j ( } 1 anastepnie tworzymy funkce.

11

01| |0

]
=
I

>,
_..I..
=
|
..|..
=

Rysunek 10. Siatka Karnaugh’a i wzér funkcji wersja 1
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Rozwigzanie dla jedynek:
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Rysunek 11. Siatka Karnaugh’a i wzér funkcji wersja 2

2.2.2 Zadanie b)

Mamy nastepujaca siatke:
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Rysunek 12. Siatka do zadania 1
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Rozwigzanie dla zer :
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F=(4+B)*(B+C+D)
Rysunek 13. Siatka Karnaugh’a i wzor funkcji wersja 1
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Rysunek 14. Schemat bramek logicznych dla funkcji 1
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Rozwigzanie dla jedynek:
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Rysunek 15. Siatka Karnaugh’a i wzér funkcji wersja 2
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Rysunek 16. Schemat bramek logicznych dla funkcji 2
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2.3 ZADANIE 2.

Zaprojektuj uklad do glosowania dla 4 os6b : A, B, C, D, gdzie D to dziekan.
Student zdaje, jezeli co najmniej jeden z warunkéw jest spelniony:

uzyska min. 3 gltosy
uzyska 2 gtosy, w tym jeden od dziekana.

Zadany uklad zaprojektuj z warunku dziatania oraz z warunku niedzialania.

Zaczynamy od przedstawienia funkcji w postaci tablicy prawdy, rozpatrujemy
kazda mozliwa kombinacje glosowania czlonkéw, funkcja F przyjmuje wartosc¢ 1, gdy
student zdaje, oraz O, gdy student oblewa :

A B C D F
0 0 0 0 0 0
1 i i i 1 O
2 i i 1 i O D
i g i’ ; E ; 00 01 11 10
> 0 L 0 L L -[Eanb:t:l?tawiamv Zd ~
6|0 1 1 0 0 pomocy siatki 00 0 : _ :
A N T S o0 | o | 1|1]o0
] 1 0 0 0 0
] 1 0 0 1 1 11 0 1 1 1
10 1 i 1 i O
n|li1[ofl1]1]1 10 0| 1 1| 0
12 | 1 1 0 0 0
13 | 1 1 0 1 1
14| 1 1 1 0 1
15 1 1 1 1 1

Rysunek 17. Wpiwanie funkcji do tablicy
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Rozwigzanie dla warunku niedzialania:
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Rysunek 19. Schemat bramek logicznych dla funkcji 1
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Rozwigzanie dla warunku dzialania:
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Rysunek 20. Siatka Karnaugh’a i wzor funkcji wersja 2
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Rysunek 21. Schemat bramek logicznych dla funkcji 2
2.4 ZADANIE 3.

Z podanej postaci zapisu funkcji stworz siatke Karnaugh’a i wyprowadz funkcje
wyjsciowa.

2.4.1 F=X£ (0,2,6) +@ (1)

Wykorzystujemy siatke z ponumerowanymi miejscami.
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Rysunek 22. Tabela funkcji wyj$ciowej
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Podany zapis oznacza, ze miejsca O, 2 i 6 wypelniamy jedynkami, natomiast w
miejscu 1 znajduje sie stan nieokreslony. Pozostale miejsca wypelniamy zerami.
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fu, =AC + BC =C(4+ B)

Rysunek 23. Siatka Karnaugh’a i wzor funkcji
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Otrzymana funkcje mogliSmy jeszcze zminimalizowaé, co pozwolilo nam
zaoszczedzi¢ jedna bramke logiczng w projektowaniu uktadu.

(Al (B] [C]
T T T

Rysunek 24. Schemat bramek logicznych
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2.4.2 F=M(1,3,5)+0 (0, 2, 6)
W tym przykladzie postepujemy podobnie, jednak symbol [| oznacza miejsca,
ktore wypetlniamy zerami.
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Rysunek 25. Siatka Karnaugh’a i wzor funkcji
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Rysunek 26. Schemat bramek logicznych
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